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Abstract. In this paper, we investigate a projective module with unique maximal sub-
module. We show that this projective module is indecomposable. To show this fact, we
prove the following two properties.
(1) There are two possibilities for a projective module P with unique maximal submod-
ule. That is, P is indecomposable or P has a direct decomposition P = P1 ⊕ P2 such
that P1 has unique maximal submodule and P2 does not have any maximal submodule.
(2) Nakayama-Azumaya Lemma holds for any projective modules [2, 7]. This means
that any nonzero projective module has a maximal submodule.

By similar observation, we will know that a module with unique maximal submodule
is indecomposable and Nakayama-Azumaya Lemma will hold for a direct summand of a
direct sum of finitely generated modules [9].

In the last part of this paper, we give a characterization for P to be finitely generated
by using the property of a generating set of P .

1. 序章 (Introduction)

この報告集では、環は単位元を持ち、加群は特に断らない限り右加群とする。射影加群
に関する問題として、1971年に R. Wareの論文 [11] で提起されたものがある。これは、
唯一の極大部分加群を持つ射影加群は局所加群であるか、すなわち、最大の極大部分加群
を持つ加群であるか、という問題である。この報告集での話題は、この問題に関する考察
を出発点にしたものである。シンポジュームでの最中に、山口大学の倉富要輔先生に、こ
の問題は [1]で否定的であると書かれていると教えて頂いた。しかし、この論文では、あ
る条件を満たす射影加群が無数に作られることから否定的と言っているが、この条件を満
たす加群の存在は、別の古い論文で述べているということで、これは現時点では著者に
は確認できていない。そこで、最後の章の例 5.2で、この条件を満たす加群の例を構成し
た。しかし、この例から [1]の結果が本当に正しいのか疑問点が幾つか生じている。この
点を指摘し挙げておくので、興味ある読者は検証を試みて欲しい。
この報告集の 4章で、Wareの問題が肯定的である必要十分条件を生成系の性質で述べ

ている。Wareの問題が否定的であるということは、ここで述べる生成系を持つ射影加群
を構成できることに対応する。
この報告集では、唯一の極大部分加群を持つ射影加群は直既約であることを示す。R.Ware

の問題が否定的なら、直既約性は自明でないので、この結果は大きな意味を持つ。適当な
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条件を付けて肯定的になる場合に、証明を与える為の大きな足がかりを与える事実であろ
う。いずれにしても、この事実は意味があると言える。
直既約性を示すため、次の構造定理を示す。

定理3.1射影加群Pが唯一の極大部分加群を持つとすると次の２つのいずれかが成り立つ。

(1) P は直既約である。
(2) P は零でない２つの加群の直和 P = P1 ⊕ P2であり、P2は唯一の極大部分加群を
持ち、P1は極大部分加群を持たない加群である。

この証明を改良すると、射影加群であることを仮定しなくても、上記の定理の結果が成
り立つことがわかる [9]。

所で、射影加群については、中山・東屋の補題が成立する [2, 7]。すなわち、次の定理
が成り立つ。

定理 3.3 環Rの Jacobson 根基を J(R)とする。射影加群 P が PJ(R) = P を満たせば、
P = 0である。

この定理の証明を改良すると、有限生成加群の直和の直和因子についても中山・東屋の
補題が成立することがわかる [9]。

上記の定理から、零でない射影加群は極大部分加群を必ず持つので、次の定理が成り
立つ。

定理 3.4 射影加群 P が唯一の極大部分加群を持つとすると P は直既約である。

射影加群でない場合は、唯一の極大部分加群を持っても、これが最大の極大部分加群で
はないものがあり、「射影的」という条件は外せない。このような例を例 2.6で紹介する。

R.Wareの問題に関連して次のことを注意しておく。

定理. P が有限生成加群のとき、次は同値である。

(1) ある局所巾等元 e ∈ Rで P = eRとなる。
(2) EndR(P )は局所環、すなわち、P は完全直既約加群である。
(1) P は唯一つの極大部分加群を持つ。
(2) P は最大の極大部分加群を持つ。

2. 右原始環 (right primitive ring)

この節では幾つかの定義と基本定理を復習しておく。

定義 2.1. 環Rは、忠実かつ単純な右加群を持つとき右原始環 (right primitive ring) と呼
ばれる。Rの両側イデアル T は、剰余環R/T が右原始環となるとき原始右イデアルと呼
ばれる。

Rの Jacobson根基 J(R)とは、全てのRの極大右（左）イデアルの共通集合である。
さらに、J(R)は全ての原始右（左）イデアルの共通集合でもある。（詳細は [6]第 II章定
理 12 或いは [3]第 1章等を参照されたい。）

Mを環R上の右加群、SをMの部分集合とする。SのRでの右零化イデアルはAnnR(S) =
{r ∈ R |Sr = 0} で定義される。



注意 2.2. 原始右イデアル T と忠実単純右R/T 加群R/J の関係は T = AnnR(R/J)で与
えられる。したがって、T は Jに含まれる両側イデアルよりなる集合のなかで極大となる
イデアルである。
また、T =

∩
I∈Γ

I =
∩
I∈∆

I である。ここで、Γは極大右イデアル I で T ⊂ I を満たすも

のよりなる集合で、∆は極大右イデアル Iで R/J ∼= R/Iを満たすものよりなる集合であ
る。（詳細は [6]第 2章等を参照されたい。）

補題 2.3. 環R上の射影加群をP、その極大部分加群をLとする。Jを極大右イデアルで
P/L ∼= R/J を満たすものとする。また、原始右イデアルを T = AnnR(R/J)とする。こ
のとき、PT ⊂ Lであり、ある全射準同形 P/PT → R/J がある。

証明. T = AnnR(R/J) = AnnR(P/L)なので、PT ⊂ Lである。よって、0 → L/PT →
P/PT → P/L → 0は短完全列となる。そこで、P/L ∼= R/J より、全射準同形 P/PT →
R/J がある。 2

唯一の極大部分加群を持つ射影加群と原始右イデアルとの関係を示す命題を挙げておく。

命題 2.4. 環R上の射影加群 P の極大部分加群を L、J を極大右イデアルで P/L ∼= R/J
を満たすものとする。K = AnnR(R/J)に対して、次が成立する。

(1) J が両側イデアルならK = J で L = PKである。
Jが両側イデアルでないならPJ = PでPK ⊂ Lであり、ある全射準同形P/PK →
R/J がある。また、Kは J に含まれる両側イデアルの中で極大である。

(2) PK ⊂ Lである。
(3) LがP の唯一の極大部分加群とする。このとき、R/I ̸∼= R/Jとなる極大イデアル

Iに対して、PI = P が成立である。また、I ̸= Kとなる原始右イデアル Iに対し
て、PI = P である。

(4) T =
∩
γ∈Γ

Iγを両側イデアル Iγの共通集合とする。ここで、Γは添え字集合である。

このとき、PT =
∩
γ∈Γ

PIγである。

(5) 次の主張が成立する。
(i) T =

∩
i∈N

Kiに対し、
∩
i∈N

PKi = PT である。

(ii) Γを原始右イデアル全体の集合とする。このとき、
∩
I∈Γ

PI = PJ(R) である。

(iii) L ⊃ PK = PJ(R)である。
(6) Lが P の唯一の極大部分加群とすると、L = PJ(R)である。

証明. P は射影加群なので、ある射影加群Qとの直和を取ることで、自由加群
∑
δ∈∆

⊕Rと

同型、すなわち、
∑
δ∈∆

⊕R ∼= P ⊕Qとなる。ここで、同型は等号
∑
δ∈∆

⊕R = P ⊕Q と考え

ても良いが、正確を期すため以下では、同型として進めていく。
(1) J が両側イデアルなら明らかにK = J である。J が両側イデアルでないなら、補

題 2.3 よりわかる。
両側イデアル T で K ⊂ T ⊂ J となるものがあれば、T ⊂ AnnR(R/J) = Kとなる。し

たがって、T = Kである。
(2) これは (1)をまとめたものである。



(3) I をR/J とR/I が非同型である極大右イデアルとする。I が両側イデアルでない
なら、RI = Rで PI = PRI = P である。I が両側イデアルで PI ̸= P なら、P/PI は
半単純R/I加群である。すなわち、P/PIはR/Iの幾つかの直和に同型である。よって、
ある全射準同形 f : P → R/Iがある。P は唯一の極大部分加群を持つので、ker f = Lと
なる。そこで、P/L ∼= R/J でありR/IはR/J に同型となってしまい矛盾を生じる。
次に、Iを原始右イデアルで Kと異なるものとする。PI ̸= Pと仮定する。TをAnnR(R/T )

= Iとなる極大右イデアルとする。このとき、R/Iは上記と同様に、R/Tの幾つかの直和に
なる。零でない準同形P/PI → R/T があり、R/T は単純加群よりその核は P/PIの極大
部分加群である。極大部分加群の唯一性より、L/PIと一致し、R/T ∼= (P/PI) (L/PI) ∼=
P/L ∼= R/J となる。しかし、K ̸= I より R/J ̸∼= R/T となり矛盾を生じる。よって
PI = P である。

(4)
∩
γ∈Γ

PIγ = PT を示す。(
∑
t∈Γ

⊕R)T = (P ⊕ Q)T より
∑
δ∈∆

⊕T = PT ⊕ QT である。

一方、(
∑
δ∈∆

⊕R)Iγ = (P ⊕Q)Iγ から、各 γ ∈ Γに対し
∑
δ∈∆

⊕Iγ = PIγ ⊕QIγとなる。

このことから、次の２つの式が成り立つ。∩
γ∈Γ

∑
δ∈∆

⊕Iγ =
∑
δ∈∆

⊕
∩
γ∈Γ

Iγ ∼=
∑
δ∈∆

⊕T =

(∑
δ∈∆

⊕R

)
T ∼= PT ⊕QT,

∩
γ∈Γ

∑
δ∈∆

⊕Iγ =
∩
γ∈Γ

(∑
δ∈∆

⊕R

)
Iγ ∼=

∩
γ∈Γ

(PIγ ⊕QIγ) =
∩
γ∈Γ

PIγ ⊕
∩
γ∈Γ

QIγ.

この同型と PT ⊂
∩
γ∈Γ

PIγおよびQT ⊂
∩
γ∈Γ

QIγから
∩
γ∈Γ

PIγ = PT がわかる。

(5) (i)および (ii)は (4)の特別な場合である。J(R)は全ての原始右イデアルの共通集
合より、I ̸= Kとなる両側イデアルで PI = P となることから (4)より (iii)がいえる。

(6) Γを極大右イデアル全体の集合とする。各極大右イデアル Iに対し、fI : R → R/I
を自然な全射準同形とする。準同形 f = (fI) : R →

∑
I∈Γ

⊕R/I を考えると、ker f =∩
I∈Γ

ker fI = J(R)より、Im(f) ∼= R/Kerf = R/J(R) ⊂
∑
I∈Γ

⊕R/I から、R/J(R)は

単純加群の直和、すなわち、半単純加群となる。
∑
δ∈∆

⊕R = P ⊕ Qより (
∑
δ∈∆

⊕R)J(R) =

(P⊕Q)J(R)、したがって、
∑
δ∈∆

⊕J(R) = PJ(R)⊕QJ(R)となるので、この部分加群による

商加群をとり、
∑
δ∈∆

⊕R/J(R) = P/PJ(R)⊕Q/QJ(R)となる。よって、P/PJ(R)は半単純

加群となる。P/PJ(R) =
∑
t∈T

⊕Stと単純加群Stの直和で表す。ft : P/PJ(R) → StをStへ

の射影である全射準同形とする。Pは唯一の極大部分加群Lを持つので、ker ft = L/PJ(R)
である。一方、0 =

∩
t∈T

ker ft = L/PJ(R)より、L = PJ(R)である。 2

先の命題が意味する所を見るための例を挙げておく。

例 2.5. 局所巾等元 eijで、各 i, jに対して ei1R ∼= eijR および各 s ̸= tに対して es1 ̸∼= et1

を満たすものからなる環 R =
m∑
i=1

⊕
mi∑
j=1

⊕eijR と右イデアル J = e11J(R) ⊕
m1∑
j=2

⊕e1jR ⊕



m∑
i=2

⊕
mi∑
j=1

⊕eijR ∼= e11J(R)⊕(R/e11R)を考える。m1 ≥ 2と仮定すると、RJ = Rより、Jは

両側イデアルでなく、K =
m1∑
j=1

⊕e1jJ(R)⊕
m∑
i=2

⊕
mi∑
j=1

⊕eijR ∼=
m1∑
j=1

⊕e1jJ(R)⊕R/(
m1∑
j=1

⊕e1jR)

である。m1 = 1の場合は、J は両側イデアルである。
「唯一の極大部分加群を持つ」という性質は、森田同値で不変な性質である。すなわ

ち、森田同値を与える関手F とすると、P が唯一の極大部分加群を持つなら、F (P )も唯
一の極大部分加群を持つ。 2

次に、Wareの問題は、「射影的」という仮定が無ければ成立しない例を挙げる。

例 2.6. Lを体とし、Zを基底 {vx |0 < x ≤ 1}とその間の積 vx ·vy = vxyで決まる可換L多
元環とする。基底{vx |0 < x < i}よりなるイデアルをJi (0 < i ≤ 1)、基底{vx |0 < x ≤ i}
よりなるイデアル (Jiの閉イデアル)を Jiとする。Z⊕J1は唯一の極大部分加群 J1⊕J1を
持つが、0 < i < 1なる iでは、Z⊕Jiを含む極大部分加群は存在しない。よって、J1⊕J1
は最大の極大部分加群でない。
同様な加群をもう一つ与えてみる。Z加群M = (Z/J 1

2
⊕J1/J 1

2
)/L{(v 1

2
, 0)−(0, v 1

2
)}を考

えると、Mは唯一の極大部分加群H = (J1/J 1
2
⊕J1/J 1

2
)/L{(v 1

2
, 0)−(0, v 1

2
)}を持つ。しか

し、Hは最大のイデアルではない。実際、Mの部分加群T = (Z/J 1
2
⊕J 3

4
/J 1

2
)/L{(v 1

2
, 0)−

(0, v 1
2
)} はHに含まれない。また、T を含むM の極大部分加群は存在しない。

剰余環Z/J 1
2
をSとし、 S上の加群 J1/J 1

2
をUとおく。ここで、Sの基底 vt+ J 1

2
, (1

2
≤

t ≤ 1)を簡略のため同じ記号 vtを用いることにする。このとき、1
2
≤ x < 1となる xに対

し、xt < 1
2
となる tがあるので、(v1 − vx)(vx + vx

2 + · · ·+ vx
t−1) = v1

t − vx
t = v1 と単位

元になる。よって、任意の v ∈
∑

0<x<1

⊕Lvxに対し、v1 − vは逆元を持つ。したがって、S

は局所環である。
さらに、Uは部分加群として、Ji/J 1

2
, (1

2
≤ i ≤ 1)およびJi/J 1

2
を持つ単列加群であること

を示してみる。Uの自明でない部分加群をTとし、s1vx1+s2vx2+· · ·+stvxt ∈ T, s1, . . . , st ̸=
0となるx1, x2, . . . , xt >

1
2
を集めた集合Θを考える。Θは上に有界よりその上限を iとする。

iがΘの最大値でなければ、各 jで xj < iより、s1vx1 + s2vx2 + · · ·+ stvxt ∈ Ji/J 1
2
である。

よって、T ⊂ Ji/J 1
2
である。さらに、1

2
< x < iなる xに対し、s1vx1 + s2vx2 + · · ·+ stvxt ∈

T, s1, . . . , st ̸= 0で、x ≤ x1 となるものがある。x1 > x2 > · · · > xt としてよいので、
v x

x1
を掛けて、(v1 +

s2
s1
vx2

x1

+ · · ·+ st
s1
v xt

x1

)vx ∈ T である。 s2
s1
vx2

x1

+ · · ·+ st
s1
v xt

x1

∈ rad(S) よ

り、v1 +
s2
s1
vx2

x1

+ · · ·+ st
s1
v xt

x1

は Sの可逆元であったので、vx ∈ T となる。このことから、

Ji/J 1
2
⊂ T である。よって、Ji/J 1

2
= T が示された。

iが Θの最大値なら、s1vx1 + s2vx2 + · · · + stvxt = s1vx1
i
vi + s2vx2

i
vi + · · · + stvxt

i
vi

より、これは Ji/J 1
2
に含まれる。よって、T ⊂ Ji/J 1

2
である。さらに、s1vx1 + s2vx2 +

· · · + stvxt ∈ T, s1, . . . , st ̸= 0で、x1 = iとなるものがある。1
2
< x ≤ iとなる xに対し、

x1 > x2 > · · · > xtとしてよいので、v x
x1
を掛けて、(v1 +

s2
s1
vx2

x1

+ · · ·+ st
s1
v xt

x1

)vx ∈ T であ

る。v1 +
s2
s1
vx2

x1

+ · · ·+ st
s1
v xt

x1

は Sの可逆元であったので、vx ∈ T となる。このことから、

Ji/J 1
2
⊂ T である。よって、Ji/J 1

2
= T が示された。 2



もう一つだけ例を挙げておく。これは、非射影加群で唯一の極大イデアル Jに対して、
MJ ̸= M で、他の極大イデアル Iに対しては、MI = M となる例である。（射影加群で
この例と同様な例は、次の章の例 3.5 で与える。）

例 2.7. Zを整数環とし、pを素数とする。pでの局所化をM = Zpとすると、q ̸= pとな
る素数 qに対し、M · (q) = M であり、M · (p)はM の最大の極大部分加群である。 2

3. 構造定理 (Structure Theorem)

命題 3.1. 環R上の射影加群 P が唯一の極大部分加群を持つとすると、次の２つのいず
れかが成り立つ。

(1) P は直既約である。
(2) P は零でない２つの加群の直和 P = P1 ⊕ P2であり、P2は唯一の極大部分加群を
持ち、P1は極大部分加群を持たない。

証明. P が直既約でないとするとP は零でない２つの直和因子P1およびP2でP = P1⊕P2

となる。もし、P1

∩
L ̸= P1 すなわち、P1 ̸⊂ Lなら Lの極大性から P1 + L = P で

P1/(P1

∩
L) ∼= (P1+L)/L = P/Lとなり、これは単純加群である。よって、 P1

∩
LはP1

に等しいか P1の極大部分加群である。同様に、P2

∩
Lは P2に等しいか P2の極大部分加

群である。
もし、P1

∩
Lと P2

∩
Lの両方が P1と P2でそれぞれ極大なら、P1 ⊕ (P2

∩
L)および

(P1

∩
L)⊕ P2 は、P の異なる極大部分加群となり、極大部分加群の唯一性に矛盾する。

もし、P1

∩
L = P1 かつ P2

∩
L = P2 なら、P1 ⊂ Lかつ P2 ⊂ Lである。よって、

P = P1 ⊕ P2 ⊂ Lとなり、P = Lで矛盾である。
そこで、P1

∩
L = P1および P2

∩
L は P2の極大部分加群と仮定してよい。このとき、

L = P
∩

L = (P1 ⊕P2)
∩

L = P1 ⊕ (P2

∩
L) である。もし、P1が極大部分加群M を持て

ば、M ⊕ P2は P の極大部分加群で Lと異なる。したがって、P1は極大部分加群を持た
ない。もし、P2がP2

∩
Lと異なる極大部分加群Mを持てば、P1 ⊕MはP の極大部分加

群で Lと異なる。したがって、P2

∩
Lは、P2の唯一の極大部分加群である。 2

定理 3.2 ([2, 7]). 零でない射影加群は極大部分加群を持つ。

証明. 射影加群 P が極大部分加群を持たないとする。原始右イデアル Iに対し、PI = P
であることに注意する。なぜなら、仮に PI ̸= P とすると、極大右イデアル T で I を含
むイデアルで I = AnnR(R/T )となるものがある。よって、補題 2.3から、全射準同形
f : P → P/PI → R/T があり、R/T が単純加群から P が極大部分加群 ker f を持つこと
になり、矛盾を生じる。

Γを全ての原始右イデアルよりなる集合とすると、PJ(R) = P
∩
I∈Γ

I =
∩
I∈Γ

PI = P か

ら P = PJ(R)である。
最後に P = PJ(R) ̸= 0から矛盾を出す。{pγ |γ ∈ Γ} を射影加群 P の生成元の集合と

する。fを自由加群F =
∑
γ∈Γ

⊕RγからP への f(eγ) = pγで定義される全射準同形とする。

ここでRγ = Rおよび eγ は γ成分が 1で他の成分が 0の単位ベクトルである。P は射影
加群より、ある準同形 g : P → F で fg = 1P となり、g(pγ)は、ある自然数 nγと rγj ∈ R

を用いて、有限和
nγ∑
j=1

eγjrγj の形で表される。ここで、γ1 = γと仮定しても一般性を失わ



ない。PJ(R) = P から g(P ) ⊂
∑
γ∈Γ

⊕J(R)γ = FJ(R) に注目すると rj を J(R)から選べ

る。よって、次の式が成り立つ。

pγ = f(eγ) = fgf(eγ) = fg(pγ) = f(
nγ∑
j=1

ejrj) =
nγ∑
j=1

f(eγj)rγj .

もし、rγ1 = 0 なら、生成元の集合から pγ を取り去ることができる。もし、rγ1 ̸= 0

なら、pγ1(1 − rγ1) =
nγ∑
j=2

f(eγj)rγj である。rγ1 ∈ J(R)から 1 − rγ1 は可逆より、pγ =

nγ∑
j=2

f(eγj)rγj(1− rγ1)
−1 であり、生成元の集合から pγを取り去ることができる。

上記の考察より、生成元の集合からいかなる元を取り去っても依然として生成元の集合
である。 この事実を踏まえて、次のようにツォルンの補題を用いて証明を完成させる。
短完全列 0 → Q →

∑
γ∈Γ

⊕Rγ
f→ P → 0を固定する。ここで、Γは添え字集合でRγ = R

とする。∆を Γの部分集合で、f の
∑
δ∈∆

⊕Rδへの制限写像 f∆ が全射準同形、すなわち、

0 → Q∆ →
∑
δ∈∆

⊕Rδ
f∆→ P → 0が分解短完全列となるものとする。ここで、(P,Q∆)の組の

集合で上の短完全列に現れるもの集合全体を考える。そして、この集合への順序を、∆1 ⊃
∆2のとき (P,Q∆1) < (P,Q∆2)と決める。この順序があるとき、Q∆1 = Q∆2⊕

∑
δ∈∆2−∆1

⊕Rδ

であることに注意しておく。この順序が半順序であることは明らかであるが、さらに帰
納的半順序集合であることを示す。(P,Q∆i1

) < (P,Q∆i1
) < · · · を整列部分集合とする。

∆ =
∩
j≥1

∆ijとおくと、fの
∑
δ∈∆

⊕Rδ への制限写像は、依然として全射準同形である。よっ

て、(P,Q∆)は上限を与える。すなわち、P ⊕Q∆ = P ⊕
∩
j≥1

Q∆ij
=
∑
δ∈∆

⊕Rδ である。

さらに詳しく述べると、P⊕Q∆は各∆ijに対し、P ⊂
∑

δ∈∆ij

⊕Rδ から、P ⊂
∩
j≥1

∑
δ∈∆ij

⊕Rδ =∑
δ∈∆

⊕Rδと与えられる。よって、(P ⊕QΓ)
∩ ∑

δ∈∆
⊕Rδ =

∑
γ∈Γ

⊕Rγ

∩ ∑
δ∈∆

⊕Rδであり、した

がって、P ⊕ (QΓ

∩ ∑
δ∈∆

⊕Rδ) =
∑
δ∈∆

⊕Rδ および QΓ

∩ ∑
δ∈∆

⊕Rδ = Q∆となる。

ツォルンの補題より、極大元 (P,QΛ)がある。前段の証明で、任意の元 α ∈ Λに対し、
(P,QΛ−{α})もまた、この半順序集合の中にあることを示した。これは、極大元であるこ
とに矛盾する。よって、Γは空集合である。 2

定理 3.2から、射影加群に対して、中山・東屋の補題が成り立つことがわかる。

定理 3.3 ([2, 7]). 環Rの Jacobson根基を J(R)とする。射影加群 P が PJ(R) = P を満
たせば、P = 0である。

証明. PJ(R) = P は、任意の原始右イデアル I に対し PI = P となることを意味してい
る。すなわち、P の剰余加群は単純加群にならない。よって、P は極大部分加群を持たな
いが、これは定理 3.2に反する。 2

例 2.6の中に現れる加群M は、MJ(R) = M を満たす非射影加群である。そこで、一
般には中山・東屋の補題は、非射影的無限生成加群では成立しないことがわかる。
命題 3.1と定理 3.2 から次の定理が得られる。



定理 3.4. 射影加群 P が唯一の極大部分加群を持てば、P は直既約である。

無限生成直既約加群P の例は、[4]で紹介されている。この例を再掲し、実際、ある一つ
の極大イデアルJに対して、MJ ̸= Mであり、他の極大イデアル Iに対しては、MI = M
となることを確認してみる。

例 3.5. Rを区間 [0, 1]で連続な実関数よりなる可換環とする。各 x ∈ [0, 1]に対し、mx =
{f ∈ R| f(x) = 0} は極大イデアルである。Pxを、ある xの近傍で f(t) = 0となる f ∈ R
よりなるイデアルとする。このとき、Pxは無限生成直既約加群であることが、[4]で示さ
れている。実際、これは [5]により加算生成である。また、Pxは単純加群R/mxに同型な
剰余加群を持たない。しかし、Pxは、各 y ̸= xに対し、Pxmx = Pxかつ Pxmy ̸= Px よ
り、単純加群R/myに同型な剰余加群を持つ。 2

注意 3.6. 先の命題 3.1では、(2)は生じないので意味がないように見える。また、直既約
であることを証明するだけなら、唯一の極大部分加群は命題 2.4(6)より L = PJ(R)と
なったので、P = P1 ⊕ P2と零でない２つの直和になれば、P1J(R)⊕ P2と P1 ⊕ P2J(R)
の異なる２つの極大部分加群を持つことから、簡単にわかってしまう。
しかし、命題 3.1の証明を改良すると、射影加群であるという仮定がなくても、この定

理が成立する [9]、ということから、証明手法に大きな意味があると言える。勿論、射影
加群でない場合は、(2)が起きる場合もある。
中山・東屋の補題についても、定理 3.3の証明を改良すると、有限生成加群の直和の直

和因子である加群について成立することがわかるであろう [9]。 2

4. Wareの問題について (On Ware’s problem)

環R上の射影加群P が唯一の極大部分加群を持つとすると、定理 3.4より、P は直既約
であり、[5]から可算生成である。{a1, a2, · · · }を P の生成元の集合とする。各 nに対し、
an+1 ̸∈ a1R + a2R + · · ·+ anRとなるとき、この集合を極小生成系と呼ぶ。

補題 4.1. P を直既約射影加群とする。零でない任意の元 a ∈ P に対し、a = a1である極
小生成系が存在する。

証明. P が可算生成で有限生成ではないとする。このとき、ある生成系 {b1, b2, · · · }を取
れる。a1 = aとおく。t1 を bt ̸∈ a1Rとなる最小の自然数とするとき、a2 = bt1 とお
く。b1R + · · · + bt1R ⊂ a1R + a2Rかつ t1 ≥ 1に注意する。帰納的に an を次のよう
に決める。tn を btn ̸∈ a1R + · · · + anRとなる最小の自然数とするとき、an+1 = btn と
おく。1 ≤ t1 < · · · < tn−1 < tn であるので、n ≤ tn である。よって、各 nに対し、
b1R+ · · ·+ btnR ⊂ a1R+ · · ·+an+1R であるので、{a1, a2, · · · }が求める生成系である。2

補題 4.2. 直既約射影加群P が唯一の極大部分加群Lを持つとする。このとき、P の極小
生成系 {a1, a2, · · · }で、a1 ̸∈ Lかつ ai ∈ L (i ≥ 2)となるものがある。

証明. a1 ∈ Pでa1 ̸∈ Lとなる元を一つ選ぶ。補題 4.1より、ある極小生成系{a1, a2, · · · }が
ある。さらに、このような極小生成系のうち、i ≥ 2に対し、次のようにai ∈ Lとなるものを
選び直していく。LはPの唯一の極大部分加群でa1 ̸∈ Lであるので、a1R+L = Pである。
そこで、ある r ∈ R, b ∈ Lでa2 = a1r+bとなる。a2 ̸∈ Lである場合、a2を a2−a1r ∈ Lで
置きかえても、a2x = (a2−a1r)x+a1rxかつa1R ⊂ a1R+a2R = a1R+(a2−a1r)Rなので
この集合は、依然a2 ∈ Lとなる極小生成系である。部分加群a1R+· · ·+anR (n = 3, 4, · · · )
に、この操作を順次繰り返し、求める極小生成系を得る。 2



上記の考察から、Wareの問題が成立する必要十分条件を極小生成系を用いて記述できる。

定理 4.3. 環R上の直既約射影加群P が唯一の極大部分加群Lを持つとする。{a1, a2, · · · }
を a1 ̸∈ Lかつ ai ∈ L (i ≥ 2) を満たす P の極小生成系とする。ある局所巾等元 e ∈ Rで
P = eRとなる必要十分条件は、ある自然数 tで a1R+

∑
i≥t

aiR ̸= P となることである。こ

のとき、Lは P の最大の極大部分加群で L = eJ(R)である。

証明. 局所巾等元 eがありP = eRとなるなら、a1 ̸∈ Lである極小生成系では t = 1より、
明らかに極小生成系の定義の条件が成り立つ。
逆に、仮定を満たす極小生成系があるとする。この条件を満たす最小の t を取ると

{a1, at−1, at, at+1 · · · }も極小生成系になるので、t = 3としてよい。そこで、仮定より
M = a1R +

∑
i≥3

aiR ̸= P である。同型 0 ̸= P/M = (a2R + M)/M ∼= a2R/(a2R
∩

M)

と自然な全射準同形 f : R → a2R → a2R/(a2R
∩
M)を考える。ここで、f ̸= 0より

ker f ̸= Rである。そこで、ker f ⊂ I となる極大右イデアル I を取る。零でない準同形
R/ ker f → R/I があるので、P/M から単純加群 R/I への零でない準同形がある。この
準同形の核をH/M とすると、H/M は P/M の極大部分加群である。よって、Hは P の
極大部分加群である。ここで、M ⊂ Hより a1 ∈ Hなので、H ̸= L である。これはLが
P の唯一の極大部分加群であることに反する。よって、{a1}が生成系、すなわち、P は
巡回加群である。
唯一の極大部分加群を持つ巡回射影加群が局所射影加群であることは、冒頭でも述べ

た通りよく知られている。そこで、ある局所巾等元 eがあり P = eRとなる。 2

注意 4.4. 上記の定理から、有限生成でない直既約射影加群P が唯一の極大部分加群Lを
持つとき、a1 ̸∈ L, ai ∈ L (i ≥ 2) である極小生成系に対しては、任意の自然数 t ≥ 2と
して、{a1, at, at+1, · · · }も極小生成系になる。すなわち、a1R+

∑
i≥t

aiR = P となる。これ

は、a1以外の有限個の元を極小生成系から取り除いた集合も、依然極小生成系を成すこ
とを示している。

定理 4.5. 唯一の極大部分加群Lを持つ有限生成でない直既約射影加群 P の a1 ̸∈ L, ai ∈
L (i ≥ 2)を満たす任意の極小生成系に対して、任意の自然数 t ≥ 2として、有限個の元
を取り除いた集合 {a1, at, at+1, · · · }も極小生成系になる。すなわち、a1R+

∑
i≥t

aiR = P と

なる。

5. 補足説明 (Supplementary Explanation)

唯一の極大部分加群を持つ射影加群について、[1] で述べられている主張を記載しておく。
HomS(M,−)が直和と可換になるとき、USは準スモール (quasi-small)と呼ばれる。[1](2003
年)ではこのように呼ばれているが、これは 1978年に、カテゴリー同値の考察で既に [8]
で、著者の佐藤により考察されている。

定理 5.1 ([1]). US を環 S上の単列加群とし、その準同型環をR = EndS(U)とする。ま
た、Kを f ∈ Rで全射でない準同形全体の集合、Lを f ∈ Rで単射でない準同形全体の
集合とする。このとき、次は同値ある。

(1) USは準スモールでない。
(2) USは可算生成で、単純左R加群 RR/Kは平坦加群であり

∑
f∈K

f(US) = USである。



この条件が成り立つとき、RKは有限生成でない直既約射影加群である。また、RK/J(R)K ∼=
RR/Lで、これらは単純左加群である。

∑
f∈K

f(US) = USが成立する加群は、[8]等で、カテゴリー同値との関係で自己生成加群

(self-generator)と呼ばれ考察されている。
ここで、例 2.6を用いて、上記の加群の例を一つ与えておく。

例 5.2. 先に挙げた例 2.6の記号を用いることにする。環 Sは局所環で USは単列加群で
あった。実際、USの部分加群は、1

2
≤ i ≤ 1として、基底 {vx | 1

2
≤ x < i}よりなる部分

加群 Ji/J 1
2
と、基底 {vx | 1

2
≤ x ≤ i} よりなる部分加群 Ji/J 1

2
がある。ここでは、煩雑さ

を避けるため、それぞれの部分加群を Ji, Jiと同じ記号を用いて表すことにする。
USは、射影加群ではないが、定理 4.5 の条件を満たす有限生成でない可算な生成系を

持っている。すなわち、単調増加列 x0 =
1
2
< x1 < x2 < · · · で、各 iについて xi < 1かつ

lim
i→∞

xi = 1 となるものを任意に取ると、{vxi
}は可算集合の生成系になる。なお、この生

成系から有限個の元を取り除いても依然として生成系を成している。
最初に、USの自己準同形環をR = EndS(U)とおいたとき、RはKを唯一の極大イデ

アルに持つ局所環で、RR/Kは単純左R加群であることを確かめてみる。
U の自己準同形を f とすると、f(U)は U の部分加群で、閉加群にならないので、ある
f(U) = Ji (i > 1

2
)になる。1

2
< s < t < iで f(Js) = Jp, f(Jt) = Jq, s = thとして、

Js = Jth = Jtvhより、Jp = f(Js) = f(Jtvh) = f(Jt)vh = Jqvh = Jqh から、p = qhとなり
p < qである。すなわち、fはイデアルの包含での順序関係を保持する。f(Jx) = f(J1Jx) =
f(UJx) = f(U)Jx = JiJx = Jixより、ker f = J 1

2i
̸= 0となる。すなわち、f が全射であ

ること、単射であること、同型であることは同値になる。これよりK = rad(R)となる。
f ∈ Kは定義から全射でないが、1 − f も全射でなければ 1 = (1 − f) + f ∈ Rとなるの
で、1− f は全射である。したがって、同型である。よって、RはK = rad(R)を唯一の
極大イデアルに持つ局所環で、RR/Kは単純左R加群である。
次に、本質的な事実として、USは準スモールでないことを検証してみる。

r1 = 1となる単調減少列 ri (i = 1, 2, · · · ) で ri >
1
2
かつ lim

i→∞
ri =

1
2
となるものを取る。

このとき、各 i = 1, 2, · · · に対し、準同形 fi : U → Jri を fi(vx) = vri · vxと vri の積
で定義する。このとき、j ≤ 1

2ri
について、jri ≤ 1

2
より f(vj) = 0となる。すなわち、

ker fi = J 1
2ri

である。そこで、α : US →
∏
i∈N

Jri を、α(vx) =
∏
i∈N

(fi(vx))で決める。各 vxに

ついて、rix ≤ 1
2
となる ri を取ると、上の事実から、j > riについて rjx < rix < 1

2
より、

fj(vx) = 0となるので、fj(vx) ̸= 0となる jは有限個である。したがって、αは直和への
準同形 α : US →

∑
i∈N

⊕Jri となっている。一方、定義からわかるように、αの像は有限個

の直和には含まれないので、USは準スモールでない。
ここで、

∑
i∈N

fi(U) = U であるので、RU は自己生成的であることがわかる。

最後に、Kが可算生成で有限生成でない加群であることを確認してみる。
単調増加列 1

2
< r1 < r2 < · · · で、ri < 1, lim

i→∞
ri = 1となるものを取る。各 iに対し、全

射 fi : U → Jri を取ると、rj = rih < riに対し、fj : U → Jj の全射は fj = fivhでえら
れるので、f1, f2, · · · は極小生成系である。一方で、単調増加列から有限個の値を取り除



いても単調増加列より、{fi}から有限個の準同形を除いても極小生成系になっている。し
たがって、有限生成でないことがわかる。

Kが射影的か否かおよびK/J(R)K ∼= R/Lとなっているか、の二点については下記の
注意のように疑義が生じる。[1]を信用すれば、Kは射影加群でK/J(R)K ∼= R/Lとなっ
ているはずである。もし射影的なら gi+1gi = giとなる極小生成系 {gi}が取れることにな
る。もし、取れないとすれば、[1]の結果を疑わねばならなくなるであろう。 2

注意 5.3. 上記も含めて例 5.2から生じる幾つかの疑問点を挙げておく。
Rは局所環であり、K = J(R)と取ったので、K = L = J(R)であることに注意する。

(1) K/J(R)K ∼= R/Lであるとは、K/K2 ∼= R/Kを意味する。R/Kは同型写像のなす
集合の同値類である。しかし、例 5.2では、Kの全射でない準同形 f : U → Ji ⊂ U
は、i = (

√
i)2, 1

2
< 1√

2
≤

√
i < 1 より、fi = (f√i)

2となり、K2に入る。すなわち、
K = K2であり、K/K2 = 0で矛盾が生じる。

(2) Kが射影的で、上記のようにK = K2なら、J(R)K = Kが成り立ち、射影加群に
対する中山・東屋の補題 (定理 3.3および [2, 7]) よりK = 0となり矛盾が生じる。

(3) K/J(R)K ∼= R/Lが成立しないと、Kが唯一の極大部分加群 J(R)Kを持つとい
う主張は成り立たなくなる。

これらについても、興味ある読者は検証をして欲しい。
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